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PARCIJALNE DIFERENCIJALNE JEDNADZBE

Parcijalne diferencijalne jednadzbe dolaze do izrazaja kada su u vezi s
razlic¢itim fizickim i geometrijskim problemima, odnosno kada zadana funkcija ovisi
o dvije ili vise nezavisnih varijabli. Ove varijable mogu biti vrijeme ili neka od
koordinata u prostoru.

Slijede¢i odlomak odnosit ¢e se na neke od najvaznijih parcijalnih
diferencijalnih jednadzbi koje se pojavljuju u inzenjerskim problemima.

TEORIJSKI KONCEPT

Jednadzba koja ukljucuje jednu ili vise parcijalnih derivacija neke
nepoznate funkcije koja sadzi dvije ili vise nezavisnih varijabli zove se PARCIJALNA
DIFERENCIJALNA JEDNADZBA. Red najvise derivacije naziva se redom jednadzbe.

Kao u slucajevima obicnih diferencijalnih jednadzbi, kazemo da je parcijalna
diferencijalna jednadzba linearna ako je prvog stupnja zavisne varijable i njenih
parcijalnih derivacija.

U svim slucajevima, kada takva jednadzba sadrzi zavisnu varijablu ili jednu
od njenih derivacija, za jednadzbu tada kazemo da je homogena. Inace je takva
jednadzba nehomogena.

Primjer 1. Neke vazne linearne parcijalne diferencijalne jednadzbe drugog

reda:

o’u , o’u . . .. . v
(1) T c o jedno-dimenzijska valna jednadzba

ou , 0°U ) . .. . . v
(2) Fr c o jedno-dimenzijska toplinska jednadzba

o’'u  du . . ) v
(3) P + % = dvo-dimenzijska Laplace-ova jednadzba
(4) gXLZ + gyg =f(x,y) dvo-dimenzijska Poisson-ova jednadzba

o’u  du du . .. ) .
(5) + + =0 tro-dimenzijska Laplace-ova jednadzba

ox*> ay* 9z°

Gdje su: ¢ konstanta, t vrijeme, a x,y,z Kartezijeve koordinate.

Rjesenje parcijalnih diferencijalinh jednadzbi nalazi se u podruc¢ju R
prostora nezavisne varijable u funkciji koja sadrzi sve parcijalne derivacije i
zadovoljava jednadzbu svugdje u R.
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Generalno, sva rjesenja PDJ su vrlo Siroka.

Jedinstveno rjesenje PDJ koje odgovara zadanom fizickom problemu moze se
dobiti upotrebom dodatnih informacija koje potjecu iz same fizicke situacije.

Npr. U nekim slucajevima bit ¢e dane vrijednosti rjesenja problema na
granicama neke domene ( rubni uvijeti ), ili kad je t - vrijeme jedna od varijabli,
mogu biti dana rjesenja za t=0 ( pocetni uvijeti ).

Ako znamo da je obi¢na diferencijalna jednadzba linearna i homogena, tada
mozemo iz poznatih rjeSenja doznati i ostala rjesenja preko superpozicije. Za
homogene linearne PDJ situacija je vrlo slicna.

VIBRIRAJUCE MEMBRANE - DVODIMENZIJSKA VALNA JEDNADZBA

Kao jedan od vaznih problema u podrucju vibracija razmotrit ¢emo titranje
membrana.
Na pocetku postavljamo vazne pretpostavke:

1. masa membrane po jedinici povrsine je konstantna =
,homogena membrana“ ; membrana je posve fleksibilna i tako tanka
da ne pruza nikakav otpor savijanju

2. membrana je rasirena i fiksirana preko cijele svoje granice u
Xxy-ravnini ; napetost membrane po jedinici duljine T, koja je
posljedica rastezanja membrane, jednaka je u svim tockama i njezin
smjer se ne mijenja tijekom vibriranja

3. otklon u (x,y,z) membrane tijekom vibriranja je malen u
usporedbi s velicinom membrane, a svi kutevi nagiba su takoder
maleni

lako ove pretpostavke ne mogu biti realizirane u praksi, male poprecne
vibracije tanke fizicke membrane mogu zadovoljiti s prilicnom tocnoscu ove
pretpostavke.

Da bi mogli do¢i do diferencijalne jednadzbe koja opisuje pomicanje
membrane, moramo razmotriti sile koje djeluju na malim dijelovima membrane,
kako je to prikazano slikom 1.

y+Ay

A A

\4

vy

X x+Ax
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Kako su otklon membrane i kutevi nagiba mali, stranice isjecka membrane su
jednake Ax i Ay. Napetost T je sila po jedinici duljine. Stoga je sila koja djeluje na
rubovima isjecka aproksimirana TAx i TAy. Kako je membrana fleksibilna ove sile su
tangencijalne na membranu.

T .

Tcoze
Membrane Tension

Prvo treba razmotriti horizontalne komponente ovih sila. Ove komponente su
dobivene mnozenjem sila s kosinusom kuta otklona. Kako su ti kutevi mali, njihovi
kosinusi su jednaki 1. Zato su horizontalne komponente sila na suprotnim stranama
priblizno jednake. Tako je gibanje dijelova membrane u horizontalnom smjeru
zanemarivo maleno. Iz ovoga se moze zakljuciti da se membrana giba transverzalno
odnosno da se svaki djeli¢ membrane giba vertikalno.

Vertikalne komponente sila preko krajeva paralelnih s yu-ravninom su dakle:

TAy sing i -TAy sina
pri ¢emu negativan predznak oznacava silu koja je na lijevom kraju okrenuta
prema dolje. Kako su kutevi mali, njihove sinuse mozemo zamijeniti s tangensima.

Tako je rezultanta tih dviju vertikalnih komponenti:

(1) TAy(sing —sina) = TAy(tang —tana)
=TAy[u (x+AX,y,)-u(x,y,)]

gdje indeks x oznacava parcijalnu derivaciju, a yi i v, su vrijednosti izmedu v i
y+Ay. Slicno, rezultante druge dvije nasuprotne strane isjecka su:

@) Tax[u,(x,,y +Ay) -u,(X,,y)]

gdje su xy i x; vrijednosti izmedu x i x+Ax.

Prema Newton-ovu drugom zakonu, suma sila (1) i (2) je jednaka masi p AA
isje¢ka pomnoZenoj s akceleracijom &u/dt’ ; ovdje je p masa neskrenute
membrane po jedinici povrsine, a AA=AxAy je povrsina isjecka kada je neskrenuta.

Tako je:

o’u
T TAy[u (X +AX,y,)—u(x,y,)]+TAx[u,(x,,y +Ay)-u(X,,y)]
gdje je izraz na lijevoj strani procijenjen na nekim pogodnim tockama (x,y) koje
odgovaraju isjecku.

Podijelimo li jednadzbus pAxAy , dobit ¢emo:

PAXAY

Fu _TIu(x+AXy,)-u(Xy,), u(x,y+Ay)-u(x,,y)
o> p AX Ay

Ako se Ax i Ay priblize 0 tada se dobiva:

(3) Jdu _ ,(du  Jdu )
=C +
ot? ox® oy’

T
P
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Ova jednadZba naziva se DVODIMENZIJSKA VALNA JEDNADZBA. MoZe se
izraziti i pomocu Laplace-a v:u i tako pisati u obliku:

3") o’u

T = c’Vau.

PRAVOKUTNE MEMBRANE

Da bi mogli rijesiti problem vibriraju¢e membrane, moramo odrediti rjesenje
u(x,y,t) za dvo-dimenzijsku valnu jednadzbu:

1 o‘u _ o‘u N o’u
( ) at2 axz ayz

koja zadovoljava rubne uvjete:
(2) u=0 na granici membrane za sve t >0

te pocCetne uvjete:

(3) u(x,y,0)=Ff(x,y) dan pocetni pomak f(x,y)
(4) g_:L:o =g(x,y) dana pocetna brzina g(x,y)

Kao prvi vazni slucaj treba promotriti pravokutnu membranu R prikazanu na
slici 2.

y)\

A\
a

X

Prvi korak. Pomocu metode razdvajanja varijabli, prvo ¢emo odrediti
rjesenje jednadzbe (1) koje ce zadovoljiti uvijet (2). Zato krecemo od:

(5) u(x,y,t)=F(x,y) G(t)
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Supstitucijom ovog izraza u jednadzbu (1) imamo:
FG =c’(F,G+F,G)

gdje indeksi oznacavaju pacijalne izraze, a tockice derivacije s obzirom na t.

Dijeledi obje strane s c’FG nailazimo na:

- 2(F.+F)
c’G F

Zato sto funkcija na lijevo ovisi jedino o t, dok funkcije na desno ne ovise o
t, izrazi na obje strane moraju biti jednaki konstanti. Malo istrazivanje je pokazalo
da samo negativna vrijednost te konstante vodi do rjesenja koje zadovoljava (2), a
da pri tom nije jednako nuli. Ako tu negativnu konstantu oznacimo s -1#, onda
dobivamo:

? :l(FXX+F )=-v".
G F ”

Ovo povlaci dvije diferencijalne jednadzbe:
(6) G+A2G=0 gdjejedl=co
(7) F,+F, +v'F=0

Sada mozemo razmotriti (7) i upotrijebiti metodu separacije varijabli jos
jednom tako da determiniramo rjesenja jednadzbe (7):

(8) F(x,y)=H(x) Q(y) .
Koja iznose nula na granici membrane. Supstitucijom jednadzbe (8) u (7)

proizlazi:
a‘H aQ
—Q=-|H=—=+vH
o 2= e

Ako podijelimo obje strane s HQ dobivamo:
1 d*H 1(d*°Q
Ao alar )
Funkcija na lijevo ovisi jedino o x dok funkcija na desno ovisi jedino o y.
Zato izraz na obje strane mora biti jednak konstanti. Ta konstanta mora biti
negativna, -k, jer jedino negativne vrijednosti vode rjeSenju koje zadovoljava (2)
bez da je jednako nuli.

1d°H 1(dQ
il —_ 2 = —k?
H dx’ Q[dyz “’Qj
Ovo izvlaci obi¢nu diferencijalnu jednadzbu
d’H
— +k’H=0
9) o T
(10) 204pQ-0  gdielep’-v -k

Drugi korak. Generalna rjesenja (9) i (10) su:
H(x) = A coskx + B sinkx Q(y) = C cospy + D sinpy
a A,B,C i D su konstante. Iz (5) i (2) izlazi da F=HQ mora iznositi nula na granici, sto
odgovara x=0, x=a, y=0, te y=b (slika 2.).
Dakle, uvjeti su slijedeci:
H(0)=0, H(a)=0, Q(0)=0, Q(b)=0.
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Stoga, H(0) =A=0, i, H(a)=B sinka=0.
Moramo uzeti u obzir B#0 jer je inace H=0 i F=0. Tako je sin ka=0 ili ka=mr~ ,

Kk = M7

odnosno (m integral).

Na isti nacin zakljucujemo da je C=0, a p mora biti suzen na vrijednosti
p=nx/b gdje je n integral.

Tako dolazimo do rjesenja
mnrx nry

H_ (x)=sin Qn(y):sinT m=12,... n=1,2,...
Slijedi da je funkcija
(11) Fo(x,y)=H,(x)Q(y)=sinTZX sin%

m=1,2,... n=1,2,...

rjeSenje jednadzbe (7) koje iznosi nula na granici pravokutne membrane.
Kako je p’=v"-k* iz (10)i A =cv iz (6) imamo
A=cJk’+p*.
Isto tako, k=mx/a i p=nx/b odgovara

mz+n_2 m=1,2,... n=1,2,...
a b

(12) A=4, =cx

G, (t)=B_cosA t+B sini t

Slijedi da je funkcija u_(x,y,t)=F_ (x,y)G, (t) na duljini

mrx . nxy

(13) u . (x,y,t)=(B,cosi t+B sini t)sin

sa Amn prema (12) slijede da su to rjesenja valne jednadzbe (1), koja iznose nula na
granici pravokutne membrane. Ove funkcije nazivaju se karakteristicne funkcije, a
iznosi Amn se zovu karakteristicne vrijednosti vibriraju¢e membrane. Frekvencija
Umn j€ Amn/27.

Zanimljivo je napomenuti da, ovisno o a i b,nekoliko funkcija moze
odgovarati istoj karakteristicnoj vrijednosti. Fizicki to znadi da mogu postojati
vibracije s istim frekvencijama, ali razlicitim krivuljama u podrucju tocki koje su
nepomicne.

Trec¢i korak. Da bismo mogli dobiti rjesenje koje takoder zadovoljava
pocetne uvjete (3) i (4) moramo razmotriti slijedece dvije serije:

u(x,y,t)= iiumn(xlylt)

(14) ==
=Z 2 (B,,cosA t+ B, sini t)sin m;rx sin%
Iz ove jednadzbe i iz (3) dobivamo
(15) u(x,y,0)=ZZansinm”Xsin%:f(x,y)
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Ove serije nazivaju se duple Fourier-ove serije. Ako pretpostavimo da se
f(x,y) mogu razviti u takve serije tada Fourier-ove koeficijente Bn, za f(x,y) iz (15)
mozemo odrediti pomocu

(16) K (y)= ZB smnzy

a (18) mozemo pisati
mzXx

f(x,y)= ZK (v )sin

Za fiksni y ovo su Fourier-ove sinusne serije za f(x,y), smatramo ih
funkcijama x , pa iz (4) slijedi da su koeficijenti ove ekspanzije

mrx
dx

27 .
(17) Km(y)=g£f(X,y)sm

Nadalje, (16) je Fourier-ova sinusna serija za Km(y) pa su iz (4) koeficijenti
:—IK (y )sin bydy
Iz ove i (17) dolazimo do generalizirane Euler-ove formule

mzx

_ AT - in17y. = =
(18) B, = ab”f(x,y) sin sin b dxdy m=1,2,... n=1,2,...
za Fourier-ove koeficijente za f(x,y) u duplim Fourier-ovim serijama (15).
Bmn iz (14) je sada odreden za f(x,y). Da bismo odredili B, moramo
diferencirati izraz (14) po t i koristeci izraz (4) dobivamo:

ou ZZB A sm . sng =g(x,y)

m=1 n=1

A
Pretpostavljamo da g(x,y) mogu biti prevedeni u duple Fourier-ove serije.
Tada dobivamo

(19) B, :?Zm!jg(x,y)sinmsin%dxdy m=1,2,... n=1,2,...

Rezultat je taj da bi jednadZba (14) zadovoljila pocetne uvjete, koeficijenti
Bmni B my moraju biti izabrani prema izrazima (18) i (19).
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